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Diferenciales




MODULO 1
Diferenciales

Progresiones

1. Utiliza de manera reflexiva, la aplicacion de diferenciales que contribuyan en la resolucion de
situaciones de su vida cotidiana, a través de método de aproximaciones.

Metas de aprendizaje

Resuelve por medio de diferenciales, problemas reales y/o hipotéticos de su ento
do el calculo de raices de manera metodica y organizada, reconoci
de oportunidad.

Categorias y subcategorias

Concepto de Diferencial.
Analitico.
Geométrico.
Incremento de una funcion.
Aproximacion de una raiz.
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Introduccion

A lo largo de tu formacidn, has tenido la oportunidad de conocer diversas formas de pensar,
ademas de aprender a utilizar distintos lenguajes y formas de representacion simbdlica; esto es
propicio para tu desarrollo y madurez intelectual. Por ello, al cursar la asignatura de Calculo
Diferencial en quinto semestre, aprendiste a identificar y utilizar conceptos esenciales del calculo
através de la derivada.

En este primer bloque nos enfocaremos en el estudio del concepto de diferencial, el cual
podras emplear para resolver algunos problemas fundamentales.del calculo, tales como el
incremento de una funcién, la aproximacion de una raiz y la estimacion de errores, todo ello te
permitird comprender y solucionar algunas situaciones que se tejpresenten en tuentorno.

Figura 1.1
Mapa conceptual delmédulo 1.

La Diferencial

sefifferpreta dafibrma

v

Analitica Geométrica
determina el

Incremento de una funcioén

y también la

Aproximacion de una raiz

Resolucién de problemas
en su
vida cotidiana

Nota. Elaboracién propia.
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Exploro mis saberes

1. Responde las siguientes preguntas:
a) ;Qué es una funcién?

b) ;Qué es la pendiente de una recta?
¢) ;Cémo se define la derivada de una funcién?

2. Realiza los siguientes ejercicios.

al Si f(x)=2x" y g(x)=x+5, encuentra la funcién compuesta ( f o g)(x).

b) Encuentra el limite (si existe) de: lirr61(x—2)2 y lin}

3 2
c) Calculaladerivadade f(x)= M

Concepto de diferencial

Cuando se presenta unfenomeno meteorolégico como una tormenta, y cae unrayo se visualiza
un reldmpago unos segundos antes'de escuchar el trueno. s Qué diferencia existe entre la velocidad de
la luz yda del sonido?

Muchas como esta y otras situaciones se han presentado a lo largo de tu vida; y a traves de tus
estudios has podido.comprender su comportamiento. Otros ejemplos son: la variacion entre la
distancia final y la distancia inicial recorrida por un vehiculo y la variacion de temperatura que
existe en algun objeto. Y en estos casos se trata de encontrar una aproximacion al valor real.

En areas del conocimiento humano donde se modela una situacidon mediante una funcidn,
tales como la medicina, la quimica, la ingenieria, la economia, la fisica, la mecanica, la antropologia,
entre otras, es necesario estimar una diferencia entre dos valores de la funcion.

La idea mas cercana a aproximaciones es mediante el concepto de diferencial, ya que generalmente
se considera que las cantidades pequenas son despreciables, pues se cree que afectan muy poco el
valor del numero que forman. Pero, es por medio de estas cantidades infinitamente pequenas que
en matematicas nace la idea del calculo diferencial.

13
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Analitico

Anteriormente, en tu curso de Calculo Diferencial aprendiste a determinar
la derivada de una funcion, tal como recordaras, representa la pendiente
de la recta tangente a la funcion en un punto, en donde el incremento de x

se calculd por medio de Ax = x, —x,, asi mismo, el incremento de y con

Ay=y,—y.

La derivada de la funcion y = f(x) se representa por lanotacion

&
=)

. dy
En donde es necesario recalcar que i es el simbolo que representa el
x

. . Ay . .
limite del cociente E cuando Ax tiende a cero, mas no la fraccion con

numerador dy y denominador dx.

En este curso de.Calculo Integral es necesario dar un significado por

separado a tanto a 'dy. como a dx.

afuncion y = f(x) paraun valor particular de

men x, ladiferencial de y = f(x) serepresenta

x) Yy se define por

if () = dy = f () = L
X

Nota que la diferencial depende de dos variables, de x por depender
f'(x) deella, y de Ax.

Ahora tenemos que, si y = f(x)=x, entonces f’(x)=1; ahora, si estas
expresiones son sustituidas en la expresion anterior, y si dy = f'(x)Ax,
entonces dy = (I)Ax.

Pero, dy =dx y dx = Ax, es decir, cuando x es la variable independiente,
la diferencial de x es dx,y esidénticaa Ax.

De esta forma, la expresion que define a la diferencial puede en general
escribirse como:

dy = f'(x)dx
Ejemplo:

Dada la funcién y = x*, encuentra su diferencial.
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Solucion:

Primero tienes que determinar la derivada de la funcion, sabiendo que
dy

, d
dx =f (x), de donde obtienes que d—J;= 2x ; después, partiendo de que
dy = f’'(x)dx, sustituyes el valor de la derivada obtenida, quedando de la

siguiente manera dy = 2xdx .

Asi que la diferencial de y = x> es dy = 2xdx.

Aplico lo aprendido

. Resuelve los siguientes ejer cicios, y con base en el analisisr ealizado anteriormente, encuentra su difer encial.

1L f(x)=x

2. y=2x

3. y=3x"

Geométrico
Observa y analiza la siguiente figura.

Figura 1.2
. Descripcién geométrica de la
fe+h) A4 Q diferencia L.

Afiz)

6

dy

Piz, fiz))
1) & : R

\ !

I
1
|
1

H 1

1 H 1

:
i
|
1
1
3

\l
N\

Nota. Elaboracion propia.
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Aplico lo aprendido

. Realiza lo que a continuacidn se te indica.

Calculointegral

1.Construyeenelplanola graficade y = % .

Figura 1.3

Grafico del ejercicio.

¥ .
i ,,
V4

En la figura 11 puedes identificar a Af(x)=f(x+h)—f(x) vy
Ax=(x+h)—x=h_Es importante que recuerdes que la derivada de la
funcion, es la pendiente de la recta tangente a la curva en el punto P, por
lo que podras escribirla como m = f"(x) :Ey que representa la relacion
entre el cateto opuesto y el adyacente; de esta forma, debes realizar el
despeje del cateto opuesto: dv=f"(X)Ax. Si hacémos un cambio de

notacion (considerando que h es muy pequena) Ax =dx, tenemos:

dy = f'(x)dx
La diferencial dy de una funcidén y =f(x) uct su derivada
f'(x) por dx;esdecir dy= f'(x)dx.

Ahora que ya sabes la forma de obtener la diferencial de una funcién,
es a partir del producto de su derivada por la diferencial de la variable
independiente; asi, puedes establecer las reglas para obtener la diferencial

Unicamente multiplicando sus derivadas pordx.

2

4’, s

Nota. Elaboracién propia.

16



MODULO 1
Diferenciales

correspondientes de las abscisas dadas.

plano.

ejex.

5.Calcula Ax=x, —x, =

Ay=y,—y =

2. Localiza en el plano los puntos P(x;,,), O(x,,¥,) que pertenecen a la curva obtenida y R(x,,,), como
punto paralelo a Py de referencia. Considerando los valores x, =2 y x, =4,donde y, y y, son lasimagenes

2

. X . .
3.Encuentralaecuaciondelarectatangente (y,, ) alacurva y =7 enelpunto P(x,,y,) ytrdzalaenelmismo

4.Determina el punto S(x,y,,) sobrelarectatangente, cuyaabscisaes x =3;ytrazauna linea perpendicularal

6.Yadesarrollados los puntos anteriores, analizay responde las siguientes preguntas.
a)¢Cémoeslalongitud Ay = y, —y, conrespectoa y—y,?

b) ¢/Qué puedes afirmar sobre la diferencia entre Ay y y=y, amedidaque x seaproximaa x,?

ylalongitud y—y, =

Observa la siguiente tabla que contiene las reglas para la obtencion de

diferenciales de las funciones.

Sean f(x) y g(x) funciones derivables de x.

1. d(k)=0, k = constante

2.d(x)=dx

3. d(x")=nx""dx

4. d[kf ()] =k [ (x)dx

5.d[ f(0)" [=n[f D]

6:d[/(x)£g(x)]=df (x) £dg(x)
= f(x) £ g'(x)dx

7. d[ f(x)- g(0)] = f(2): dg(x)+ g (x)-df (x)
= f(x)-g'(x)dx +g(x)- f"(x)dx

d{f(x)} _ g -df (x) - f(x)-dg(x)
8. L&) [g]
_8) () - f(x)-g(x)
[g]

f(x)dx

9.d[In(f(x)]= 0

10. d[af(”)] =a’™ Ina- f'(x)dx

11 d[ '™ | =™ f(x)dx

12. d[sen(f(x))]=cos(f(x))- [ (x)dx

13. d[cos(f(x))]=—sen(f(x))- /" (x)dx

Entre otras. Aqui te presentamos
las mas basicas que abordamos en
este bloque.

Ten en cuenta que...

La formula de derivacién
que estudiaste en cursos
anteriores proviene de

B ) tim LEED L)
dx h=0 h

La cual es conocida como
derivada por incrementos,
derivada por definicion,
derivada por limites o
féormula de Newton; con
ayuda de esta se obtienen
las reglas de derivacién

que ya conoces.

Tabla 1.1

Reglas para la obtencion de
diferenciales de algunas funciones.

17
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Ejemplo:

x+3

Encuentra la diferencial de: y a1
Solucion:

Primero obtienes la derivada.

Observa que la funcion es un cociente, por ello se utiliza la formula numero

8 presentada en la tabla anterior.
d{f(x)} _8(%) df (x)~ f(x)-dg(x)
g(x) [g(x)]2

Sustituyendo
dy (22" =3x-1)(1) - (x+3)(4x-3)

dx (207 -3x-1)
Efectuando las operaciones
2x? —3x—1—(4x2 +9x—9)

(2x2 —3x- 1)2

2x*=3x—1-4x>—9x+9
(2)(?2 —3x—1)2

Obtienes
Q_ 2x*—12x+8
de (2x* -3x-1)

Y para la diferencial, debes despejar a dy y dx, quedara multiplicando a
la derivada.

B 2x*—12x+8

(24% -3x-1) =

dy

2
dv = 2x 12x+8dx.

Por lo tanto, la diferencial de y =2x— es dy >
2x" —3x-1 (20" =3x-1)

Ejemplo:

Erickestahaciendounproyectotransversalquelesolicitaronensuescuela,
debe vincular conocimientos de otras asignaturas horizontalmente vy
en el manejo de datos, él debe crear tablas y graficas para organizar la
informacion. Del conjunto de datos ya ordenados obtuvo una funcién, asi
como su grafica. Para el lugar geométrico que obtuvo en su grafica, Erick

obtiene la funcién y = xv/x* + 2, pero para continuar con su investigacion
necesita encontrar su diferencial, la cual le ayudara a calcular los posibles
incrementos y diferencias en sus datos.

Solucion:
1. Primero obtienes la derivada.
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Observa que la funcidon es un producto de dos variables, por ello se utiliza
la férmula numero 7 presentada en la tabla 1.1.

d[f(x)-g(x)]= f(x)-dg(x)+g(x)-df (x)
Reescribiendo la funcién

1
4 = x(x* +2)?
dx

Sustituyendo

! !
Y _ x-di(x2 +2)2 +(x° +2)2-dix
X X

dx
Obtienes
dy 1 2 _1 2 _l
—=x|=(x"+2)22x) |[+(x"+2) 2
e SRR
dy _ x’ N x*+2
dx  \x*+2 1
dy X' +x7 42 2x°+2
dx ¥ +2 ¥ +2
2. Y para la diferencial.

Debes despejara dy y dx quedarar

Por lo tanto, la difere

Aplico lo aprendido

. Reinanse en parejas, comprueben que la derivada y la diferencial proporcionadas sean correctas, y anoten en los
recuadros corr espondientes Los resultados faltantes.

y=3x2—4

19
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x+1 3

- dy=— dx

YT (2x-1)’
dy 1-2x°

Y i

y=xvl-x I .
2 dy

= —_ —_— = 3— 2

y=3x—sen"x . (3—sen2x)

20

Incremento de una funcion

Ya se‘mencioné que' la diferencial puede aplicarse para encontrar
aproximaciones de ciertos valores, estimar el aumento o disminucién de
Jna longitud, area o volumen.

Observa nuevamente la Figura 11 que muestra la interpretacion
geometrica de.da diferencial, en ella claramente puedes deducir que
Ay = RO y dy=R_S son aproximadamente iguales cuando dx = PR
es muy_pequena. Cuando es necesario encontrar un valor aproximado
del incremento de una funcion conviene, generalmente, determinar la

diferencial correspondiente.

Tenemos que al cambiar de x a x+dx, f(x)=y pasaaproximadamente a
f(x)+ f'(x)dx = y+dy,locualimplicaque laférmulaque puede utilizarse
para aproximar valores de una funcion es f(x+dx)= f(x)+ f'(x)dx, O

puede representarse esta formula como f(x+dx)=y+dy .

<, 2 . . .,
Para la funcion y = x~, una forma de explicar esta aproximacién de la
diferencial respecto al incremento es mediante el uso de cuadrados y
rectangulos, como se muestra a continuacion:
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. Figura 1.4
Ax @ Ax Az Grafico del ejercicio.
Donde:
2
Ay = (x + Ax) —-x’
=2xAx + Ax®
. |
iz T Ax = 2xAx + dx?
x

= AT Nota. Elaboracién propia.

Figura 1.2 Cuadrado delado x conunincremento Ax .

Como puedes notar, la variacion del areaes la parte coloreada representada
por 2xAx + Ax’.

Siderivas J = x° , obtienes £'(x) = y’:% =2x.
X

Despejando dy: dy =2xdx..Y considerando que Ax=dx, por lo que
dy =2xAx .

Si comparas la variacion del areacon el valorde dy

Ay —dy = (2xAx + Ax") — 2xAx
= Ax?>

Puedes darte cuenta de que el valor de Ax*> es mas pequeno que Ax (en
virtud de que Ax es un valor cercano a cero).

A continuacion, revisaremos algunos ejemplos en los que podras darte
cuenta de lo util que es aplicar la diferencial al estimar un aumento o
disminucion de una funcidn, pues existen aplicaciones directas de estos
calculos en situaciones de tu entorno.

Ejemplo 1

Arely tiene un jardin en su casa que utiliza para cultivar plantas de ornato,
y utiliza placas de aluminio como bases para sus macetas, estas placas
tienen la forma cuadrada de 10 cm de lado. Arely se da cuenta que sufren
un calentamiento al exponerse al sol; si el incremento es de 0.03 cm en

cada lado, jcual es el area incrementada?
21



22

Calculointegral

Solucion:
Sitienes un cuadrado, cada uno de sus lados mide exactamente lo mismo,
es decir, 10 cm. A partir de la férmula para determinar el area de cualquier

cuadrado A4 =Ix/ =/?, denotando cada lado del cuadrado como vy al
area del cuadrado como J.

Figura 1.5
Grafico del ejemplo.

Nota. Elaboracién propia.

0.03cm 10em

Tienes
y=Xx
dy =2xdx
x=10
dx=0.03

Con esta informacion obtienes
dy =2(10)(0.03)

dy=0.6
Pero

y=x"

y =(10)*> =100
De donde

y+dy=100+0.6
y+dy=100.6

Por lo tanto, el area incrementada de la lamina debido a la exposicion al
sol es de 100.6 cm”?.
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Ejemplo 2:

Adrian trabaja por las tardes en un taller de herreria y observa que, al
calentar una placa metalica con forma circular de 1 m de didametro, esta
aumenta 1.5 cm. El se cuestiona: s cuanto seincrementa aproximadamente
su area?

Solucion:

Figura 1.6
Gréfico del ejercicio.

100+ 15cm

Nota. Elaboracién propia.

La férmula para calcular el drea A de un circulo de didametro D es

A=Lzp?
4

Elaumento en su area se tiene aproximadamente a partir del calculo de la
diferencial d4, donde dD =15cmy D =100 cm.

dA = G wj dD = %ﬂ(lOO)(l.S) ~235.62

Después de obtener la diferencial de la férmula para calcular el drea de un
circulo, sustituir los valores y realizar las operaciones, obtienes que

dA = 235.62cm?

Por lotanto, el areaiincrementadade la placa metalica serd de 235.62 cm?.

Aplico lo aprendido

. Resuelvan los siguientes ejercicios en parejas, y comparen sus resultados con los de sus compafieros.

1. Determinen por medio de incrementos y diferenciales en cuanto aumenta el 4rea de un cuadrado de 3 m de
lado, cuando este se incrementa en 1 mmy comparen estos resultados por medio de una diferencia.

23
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2. Al calentar una placa cuadrada metalica de 16 cm de longitud, su lado aument6 0.04 cm. ;Cudl es el aumento en su
area?

3.Si al enfriarse una placa cuadrada metalica de 25 cm de lado, esta disminuye 0.03%, ;en qué porcentaje disminuye
suarea?

Aproximacion de una raiz

aproximacion de valores. Cuando .es i trar valores
aproximados del incremento de fe i terminar la

or ser un gran atleta de alto rendimiento, la
rconun areade 51.84 ¢m?. Elquiere guardarla
se maltrate y necesita conocer su diametro
as de la caja que mandara a fabricar.

Nota. Adaptado de Latinoamérica tiene un techo de nueve medallas en el atletismo
olimpico en swissinfo.ch. 2021 (https://www.swissinfo.ch/spa/latinoam%C3%A9rica-
tiene-un-techo-de-nueve-medallas-en-el-atletismo-0l%C3%ADmpico/46825368)

24
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Solucion:
Figura 1.8

Grafico del ejemplo.

A=51.84cm?

D=7

Nota. Elaboracién propia.

Para ello, partimos de la formula para calcular el area de un circulo
A=Lrp?
4

De donde nos interesa conocer el didmetro

p- ¢4
T

Sustituyendo valores conocidos
4(51.84)

V4
D =+66.0

Ahora calcularemos el valor aproximado de V66 utilizando la nocion de
diferencial.

D=

Considera la funcion Y = \/;

Elige el valor de x =64, el cual es el valor mas proximo al dado y que tiene
raiz cuadrada exacta.

Con estas consideraciones puedes notar que Ax =2, que es el incremento
necesario para obtener Y66 a partir de V64.

Si obtienes la diferencial de y = \/;

dy:de

2Wx

Si ahora sustituyes los valores x =64y dx =2

25
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2
dy ==
Y= 16

dy =0.125

También puedes obtener
v
y=d
y=8

Ahora puedes hacer uso de la expresion 4 =51.84cm’

Es decir
f(x+dx)=y+dy
J66 ~8+0.125

J66 ~8.125

Podras verificar con ayuda de tu calculadora que

J66'=8.124

Puedesdarte cuenta de que la aproximacion que obtuviste es muy buena,
ya gue el margen de error es muy pequeno.

Desarrolla tus habilidades y actitudes

l.En equipos de tresintegrantes, r esuelvan la siguiente actividad.
1.Empleando ladifer encial, calculen el valor apro ximado de:

a) v25.1

b) V150

0 /36.2

d 130

e) 15

26
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Verifica tus aprendizajes esperados

Realiza lo que a continuacion se te pide.
1. Determina las difer enciales de las siguientes funciones.

Ay=x
b) y = 2senx
0y=XCOSX
g y=1

X

2. Utiliza difer enciales para cal cularval ores aproximados de:

a) V165

a) Al calentar u ina circular metélica de 50 cm de diametro, este aumenta 2 cm. ;Cuanto se incrementa su area

aproximadamente?

b) Determina cuant o aumenta aproximadamente el area de un cuadrado de 2m de lado, cuando es te aumenta 8 mm.

27





